II. Tensory kartezjanskie (MAT2A1)
Uwagi dotyczgce zapisu rownan fizyki matematycznej

Rownania fizyki poczatkowo zapisywano w formie analitycznej [Galileo-Galilei (1564-1642) -
,Rozmowy i dowodzenia matematyczne w zakresie dwoch nowych umiejetnosci” (1638), Isaac
Newton (1642-1727) - Philosophiae Naturalis Principia Mathematica (1687), James Clerc Maxwell
(1831-1879) - Treatise on Electricity and Magnetism (1863)], pézniej bardzo rozpowszechnita sie
symbolika wektorowa a nastepnie zapis tensorowy kartezjanski [Tulio Levi Civita (1873-1942),
Gregorio Ricci-Curbastro (1853-1925) oraz zwiazany z dowolnymi ukiadami wspolrzednych [np.
Einstein Albert (1879- 1955)- General Relativity -1916]. Jednak dopiero zewngtrzne formy
rézniczkowe dajg najprostszy geometryczny zapis [Elie Cartan (1869-1951) - General Relativity
with Spin and Torsion (1922-25)].

Jednak prawdziwym przelomem w matematyce (geometrii) od czasu Euklidesa z Aleksandrii
(365-300 p.n.e.), autora monumentalnego dzieta ,Elementy” - [13 ksiag - I-IV Planimetria, V-
ogblna teoria proporcji, VI-IX arytmetyka, X-niewymiernosci algebraiczne, XI-XIII - stereometria] -
byla geometria Riemanna [Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826-1866), 10.VI11854 wyklad
habilitacyjny pt. ”O hipotezach lezacych u podstaw geometrii”].

Uklady wspélrzednych.

Uklad kartezjanski i transformacje wspélrzednych.

Uwaza sie, ze kartezjanski uktad wspélrzednych wprowadzit René Descartes (1596-1650).
Jednak faktycznie prawnik i matematyk francuski Pierre de Fermat (1601-1665) wezesniej od
Kartezjusza i bardziej precyzyjnie rozwingt w geometrii metode wspdtrzednych, wyprowadzajac
m.in. rownanie prostej oraz roéwnanie stozkowych. Wprowadzit tez regute znajdowania ekstremum
funkcji.

Wspétrzedne kartezjanskie punktu oznaczamy przez X1=X, Xo=y, X3=z, czyli krétko: x; (i=1,2,3).
Uwaga 1.

Maly wskaznik tacinski rezerwujemy dla przestrzeni tréjwymiarowej i 0gblnie n-wymiarowe;j,
jednak z pewnymi wyjatkami. Wskazniki spinorowe A=1,2 - oznaczamy duzymi literami alfabetu
lacinskiego (jak réwniez wskazniki nie podlegajace sumowaniu w przestrzeni trjwymiarowej oraz

ogblnie n-wymiarowej); wskazniki bispinorowe A =1234. W przestrzeni czterowymiarowej (np.
pseudoeuklidesowej H. Minkowskiego, czy tez przestrzeni riemannowskiej (GR-General Relativity-
OTW) , wzglednie ogdlniejszych przestrzeniach nieriemannowskich (np. Riemanna-Cartana),
wykorzystujemy mate wskazniki greckie ©=0,1,2,3). Wspolrzedne afiniczne punktu oznaczamy,
zgodnie z umowa przez x' (i=1,2,..,n). Jezeli w geometrii afinicznej wprowadzimy metryke,
realizujac tym samym przejscie do geometrii euklidesowej (tensor metryczny gj; ustalony ,,raz ua
zawsze”) to pojawia sie obok wspolrzednych kontrawarianinych punktu x', réwniez jego
wspolizedne kowariantne  xi=gyX' (stad tez x'=g'’x;, gdzie g’ jest tensorem odwrotnym, tzn.
gijgjk=6ik). W szczegdlnosei w ukladzie kartezjanskim wspoirzedne kontrawariantne Xi:6inj:Xi -
czyli sa identyczne z wspolrzgdnymi kowariantnymi, mozna je zatem pisaé na ,dole” lub na
,gorze”. Na og6t pisze sig.je na ,,dole”. Wspélrzedne punktu w czasoprzestrzeni Minkowskiego,
oznacza sie odpowiednio: X°=ct, X' =x, X’ =y, X’ =z. Wspohzedne kowariantne
X, =m,X" zaleza od sygnatury tensora metrycznego 1 (por. uwagi nizej). Wspolrzedne

krzywoliniowe punktu oznaczamy literka rdzeniowa y, z wskaznikami ,,tradycyjnie” gérnymi (np. y'
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czy tez x"). Powrdémy do ,tensoréw kartezjanskich”, ktére sa wstgpem do wiasciwej analizy
tensorowej.

Umowa I: maly wskaznik tacinski wystepujacy jeden raz, reprezentuje wszystkie ,,sktadowe”, nie
tylko jedna. Taki wskaznik nazywa si¢ wolnym. Na przyklad A; (i=1,2,3) jest wektorem A, tzn. jest
to zbior trzech skladowych A; (w dalszych rozwazaniach bedziemy rozrdzniaé ,,sktadowe” od
,,wspoirzednych”) i jednoczesnie kazda, konkretna z nich dla okreslonego wskaznika i.

Rozwazmy dwa nieskonczenie blisko lezace punkty na krzywej (np. ruch punktu materialnego
wzdtuz krzywej xi=x;(t)). Z twierdzenia Pitagorasa wynika, ze w przestrzeni euklidesowe;

3
dS2 = deadxa = anan = 5abdxadxb > gdZie 5ab =

a=l|

0 0
1 0 (IL1)
0 1

o O -

Zauwazmy, ze relacje t¢ mozemy tez formalnie zapisa¢ (zgodnie z powyzsza uwagg 1) w postaci

ds” =8, dx"dx" = 5™dx,dx, (IL.1°)

gdzie macierz odwrotna 8™ ma tez postaé ,,jedynkowa”.
W powyzszym, uproszczonym zapisie, zastosowalismy nastgpujaca umowg

Umowa II: gdy maty wskaznik tacifiski powtarza si¢ dwukrotnie oznacza to sumg po wszystkich
wartosciach tego wskaznika. W przestrzeni trojwymiarowej bedzie to suma od 1 do 3. W tej sytuacjl
opuszczamy znak sumy (por. relacja /1/). Wskazniki sumacyjne ,,sq nieme”, poniewaz moga by¢
oznaczane dowolng litera (zastapienie ich inng litera czgsto wykorzystuje si¢ w przeksztalceniach).
Kazdej sumie w sumowaniu wielokrotnym musi by¢ przyporzadkowana inna para wskaznikow.
Poniewaz w kartezjanskim ukladzie wspétrzednych operujemy tylko wskaznikami dolnymi wige
sumowanie (sila rzeczy) obejmuje tylko wskazniki dolne. W ogdlniejszych przypadkach, ktore
rozwazamy zgodnie z uwaga 1, sumuje si¢ tylko powtarzajace si¢ wskazniki z ktérych jeden jest
gérnym a drugi dolnym (por. /1°/).

Podkreslmy wyraznie, ze relacja /1/ jest stuszna w przestrzeni trjwymiarowej (a,b=1,2,3) oraz
wielowymiarowej (a,b=1,2,...,n). Okresla ona tzw. metryczng forme¢ kwadratowa, ktora na ogo6? jest
okreélona dodatnio, ale nie zawsze. W STW (Special Relativity) odwzorowywuje si¢ przestrzen
zdarzets w czterowymiarowa przestrzeh pseudoeuklidesowa H. Minkowskiego o metrycznej formie

kwadratowej ds’ =7 pdX *dX # gdzie tensor metryczny T moze by¢ postaci

-1 0 0 0 1 0 0
0 1.0 0 -1 0
= = 1
naﬂ O 0 1 O hlb naﬁ O __1 (I )
0 0 0 1 0 0 0 -1

Zauwazmy, ze. W pierwszym przypadku w tzw. uktadzie wspotporuszajacym si¢ (poruszajacy sig
punkt materialny, np. czastka osrodka w polu fali sprezystej lub rakieta kosmiczna)
ds? = —c’dr’ <0, natomiast w drugim ds® = c’dr> 2 0.

Uwaga 2

Symbol delta Kroneckera okreslony w pewnym ukladzie wspolrzednych relacjami /1/ jest tensorem
symetrycznym (rzedu 2), poniewaz przy transformacji:

0

X = CyuX, +Xa (11.2)
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- zauwazmy, ze roznice wspotrzednych beda si¢ transformowaly wedtug relacji: Ax, =, AX,-
jego regula transformacyjna jest postaci

s = CaCry Oy = CoeCry =By (IL27)

co wynika z faktu, ze transformacje okreslone relacja /2/ sg ortogonalne (por. dalsze uwagi).
Tak wiec delta Kroneckera jest tensorem rzedu dwa majacym te same wartosci we wszystkich
uktadach wspétrzednych.
Oczywiscie jezeli ograniczymy si¢ tylko do obrotéw to relacje /2/ zapiszemy w postaci
X, = CyX, (11.2”)

Zastandwmy si¢ teraz jakie warunki musza by¢ spelnione by As* bylo niezmien-
nikiem? Zauwazmy, ze wzér na odleglo$¢ nie zmienia sig¢ gdy As® = Ax,Ax, = AXx,AX;
(transformacje zachowujace niezmieniong odlegto$¢ nazywa si¢ izometrycznymi), tzn.

AXj AX = €, AX C AXy =€, AX AX, = AX,dX, =8, AX AX, czyli
CaCho = Oy (11.3)

Transformacja spelniajaca te zwiazki nazywa si¢ transformacja ortogonalna.
Zauwazmy, ze z relacji /3/ wynika: [det(cab)]2 = det(cak)det(ckb) = det(cakckb) = det(éab) =1, stad
det(c,,) = +1 albo det(c,,)=-1. (IL.4)

Poniewaz jakobian transformacji jest rézny od zera wigc istnieje transformacja odwrotna
Ax, = ¢}, AX, (IL.5)

Zauwazmy, ze Ax; = ¢ Ax, =, CpAX; =0, A%, czyli

CioCix = O (1L.6)
Mnozac obie strony przez ¢, otrzymuje si€ €, Ci = O1pChe = Cik = CalOa = Cy - Ostatecznie
Cik = Cu (L7)

Tak wiec macierz wspéiciynnikéw transformacji odwrotnej do ortogonalnej jest dana przez macierz
transponowang. Transformacja odwrotna do ortogonalnej jest znowu ortogonalna, tj. ¢, Cip, = O -
Spelnione sa takze zwiazki: cycy =5, oOraz c,cy =0, -

Transformacje ortogonalne tworzg grupe. Transformacje wiasciwe (o wyznaczniku +1) tworzg
podgrupe tej grupy. Transformacje niewlasciwe prowadza od ukladu prawoskrgtnego do
lewoskretnego (transformacja niewlasciwa jest w szczegolnoscei odbicie, czyli zmiana znaku jedne;
wspotrzednej).

Przypomnijmy . Liniowe, niejednorodne whasciwe transformacje ortogonalne reprezentuja obroty
ukladu wspohrzednych, potaczone z ewentualng translacja. Wspdtczynniki cqp s3 kosinusami katéw
migdzy osiami x,” uktadu O’ i osiami xp uktadu O, {j. ¢,, = cos(x;,xb).

Istotnie rozwazmy wektor x w tych ukladach: ¥ =x¢, =x;é; , X¥-¢ = |J?["e’ilcosa =|¥|cosa = x,,

f:xjéjz(fc-éj)éj., gdy x=e;’ to é,.’:(.’-é.é.:cwé. - & =cue; . Z drugiej

(.

J
strony X-&; = IEI[é;’cosa' =X/, X=x€; =<5c’-‘t)é’. =\¢; ~3?)EJ‘. gdy X=€; ,
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e, = (e, ‘e )ej‘ =c€;, —> ¢ =ce; lub ¢ :(ej’ € )e’ =c,e —> ¢ =c,¢ stad ¢ = ¢y

!

Analogiczne  wyrazenia otrzymuje si¢ dla  wspolrzednych X=x¢ =x0¢€ =..
— xj€; = x,cie; = x,c,é; =Xx;€ ,postepujgc dalej analogicznie  xe, = x;c €, =c;x e, =x.€,,
stad

X = C.X. X. = CiX, (IL.8)

Poniewaz, jak sie przekonali$my powyzej, metryczna forma kwadratowa jest niezmiennikiem
wiec jezeli rozwazymy teraz np. dwa inercjalne (shuszne sa w nich prawa dynamiki Newtona)
uklady: wspolporuszajacy sie¢ K’ z predkoscia v wzgledem uktadu laboratoryjnego K, wigc na
podstawie relacji /1°’/ otrzymamy: ds® =-—c’di' = —c’dt? +(dx1)2 +(dx2)2 +<a’x3)2 lub,
wykorzystujac druga posta¢ tensora m, ds’> =c’dt” = c’di’ — (dxl)2 —~ (dx2 )2 ~ (dx3)2. Oznaczajac
t’=t otrzymamy (stuszny dla obu postaci n) stynny w STW wzor okreslajacy czas wlasny t (4. czas
mierzony przez zegar poruszajacej si¢ np. rakiety, czastki ruchomego fluidu, wiatru stonecznego
itp.) przez czas wspolrzednosciowy t (tj. czas mierzony przez zegar wyrzutni rakietowej, zegar

zwigzany z Ziemia, badang warstwa itp.)
2
dr = diy|1-~5 (IL9)
¢

Powrdémy jeszcze do relacji /1/. Wprowadzmy teraz dowolne wspotrzedne krzywoliniowe 1,
ktore okreélimy przez wspolrzedne afiniczne x' (lub  kartezjafnskie x'=x;) relacjami:

x' =x"(y',...,x") . Zakladamy, ze funkcje te s tak wybrane, ze przeksztalcenie to jest odwracalne,
tj. ' = z'(x',...,x"). O funkcjach tych zakladamy, ze sa ogélnie klasy Cy. Relacja /1/ przyjmie
teraz postac:

d 2 _ a b __ é’x“ é’xb i J i J
s° =0, ,dx"dx’ = éabﬁli o7 dy'dy’ =g, dy'dy’. (11.10)
gdzie oznaczyliSmy
Ax" ox°
gy = O o7 o7 . /11)

W przestrzeni euklidesowej tensor metryczny g jest ustalony ,raz na zawsze” (por. dalsze uwagi),
ale oczywiscie w kazdym konkretnym uktadzie wspoirzednych krzywoliniowych ma na og6t inng
posta¢, wynikajaca z relacji /11/. Rozwazmy np. uklad wspotrzednych sferycznych

v =r, =0, z°=¢, okreslony relacjami: x, =x' =rsinf cosp, x, =x’=rsinfsing,
x, =x" =rcos@. Zrelacji/l11/ wynika, ze tensor metryczny bedzie postaci

10 0
g, =0 r 0 (1L.12)
0 0 r’sin®@

Istotnie pamietamy jeszcze z szkoly éredniej, ze  ds’ =dr’ +r’d@7+r’sin’ Odg®, czyli
rzeczywiscie wspoélczynniki przy rézniczkach odpowiednich zmiennych (ds® = gijdxidxj)

pokrywaja si¢ z wspbtrzgdnymi tensora /12/.
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Powyzej rozpatrywaliémy przestrzenie metryczne, tj. scharakteryzowane przez tensor metryczny.
Przestrzen spinorowa, wykorzystywana w kwantowej teorii pola, jest przestrzenia scha-
rakteryzowang antysymetrycznym tensorem symplektycznym

0 1 )
=l g (I1.13)

i nazywamy ja przestrzenia symplektyczna. Zwigzana z nig grupa przeksztatceni SL(2,C) powoduje,
7e biliniowa forma €,,6"1n® =&'n? —£’n' jest niezmiennicza, gdzie £*,n® sa spinorami, .
elementami tej przestrzeni. Przypomnijmy, ze w zapisie rozwazanej grupy przeksztalcen - S
oznacza, ze jest to grupa specjalna o wyznaczniku réwnym jednosci, L oznacza ze jest to grupa
liniowa, natomiast 2,C - oznacza grupe macierzy o elementach zespolonych i wymiarze 2x2.

Ogolne okreslenie tensorow

Niezmiennikiem lub_skalarem nazywamy liczbe, ktéra nie zmienia si¢ przy transformacji od
jednego ukladu wspoirzednych do drugiego. Przy transformacjach ortogonalnych przyktadem
skalara jest odlegtos¢ dwéch punktéw. Formalnie mozemy uwazaé, ze skalary s tensorami rzedu
Zero.

Wektor polarny: ciag trzech liczb Ay nazywamy wektorem, jezeli przy transformacji /2/ od jednego
uktadu wspotrzednych do innego, liczby te transformuja si¢ jak odpowiednie roznice wspolrzednych

Ap = Cyh, Ay = CA (I1.14)

Tensor drugiego rzedu: uklad dziewieciu liczb Ty okreslonych w konkretnym ukladzie
wsp6lrzednych, ktére przy transformacji /2/, od jednego ukladu do innego, transformuja si¢ jak
odpowiednie iloczyny réznic wspotrzednych

L = cacuTa Ty = CiCis T (IL15)
A
nalogicznie okre$la sie tensory wyzszych rzedow. Tak np. tensor rzedu N to uktad (macierz) 3N

liczb okreslonych w uktadzie x i transformujacych si¢ przy przejsciu do ukfadu xx nastgpujaco

(IL.16)

fewody T c’l/) cizjz ""'c'l\'fx Jrendy

Tensor jest macierza, ktorej wyrazy (wspoirzedne) sq okreslone w jakims ukladzie wspoélrzednych
oraz transformuja sie w okreslony sposob przy przejsciu od tego ukladu wspoirzednych do innego.
Tak wiec nie kazda macierz moze byé tensorem, podczas gdy kazdy tensor jest macierza. Macierz
jest tensorem wiedy i tylko wtedy gdy jest okreslona w jakims uktadzie wspolrzednych oraz gdy jej
wspotrzedne transformuja si¢ wedtug. reguly tesorowej przy przejéciu od jednego ukladu
wspdtrzednych do innego.

Tensor N-tego rzedu ma w przestrzeni tréjwymiarowe;j 3N wspohrzednych. Tensor rzedu 2 ma 9
wspolrzednych, rzedu 3 ma 27 wspolrzednych, rzedu 4 ma 81 wspéirzednych. Natomiast w
przestrzeni czterowymiarowej: tensor rzedu 2 ma 16 wspolrzednych, rzedu 3 -64 wspbdtrzednych,
rzedu 4 - 256 wspétrzednych.

Podamy teraz przyktady tensoréw i réwnan (materiatowych) je wiazacych:
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Jy =04k, B, =, H,, D, = ¢,k . E,=puyj,, H,=vyB , E,=p,D,

(e) (e) n m
])k = Xu El 2 Pk( ) = ZA(I )HI > 7:’;/ = Clc/mn Smn = Ck/nmu(m)”) Sk/ = Sktab T;lb (1117)

Saq to réwnania materialowe elektrodynamiki i symetrycznej teorii sprezystosci (ostatnie dwa
rownania). Wystepuja W nich tensory odpowiednio: przewodnodci wiasciwej, przenikalnosci
magnetycznej, elektrycznej, opornosci whasciwej, nieprzenikalnosci magnetycznej, elektrycznej,
podatnodci elektrycznej, magnetycznej, sprezystosci i sztywnosci. W zagadnieniach fizyki
matematycznej dominuja tensory rzedu dwa (inne procesy unoszenia - przewodnictwo cieplne,
dyfuzja, filtracja). Sg to réwniez tensory podstawowych réwnan teorii pola. Tensorami rzedu trzy sg
tensory torsji, sprzezenia pol elektromagnetycznych 1 sprezystych. Tensorami rzedu cztery sa
tensory sprezystosci, sztywnosci, krzywizny i in.. Réwnania, np. materialowe w ktérych wystepujg
sa na ogot bardziej ztozone. Tak np.

Ti=ara+ B — &gy — gty — 7,0, A bkam - dkjiEk - hy;H,

Di =gy Ej+epy +dyiy +8© B, = w;H; + gy j +hyxp +hi©
S=1,7; +¢;+eE +hH, +%®. (IL18)

o]
Ostatnie pie¢ rownan opisuje pola sprzezone w hemitropowym, niecentrosymetrycznym,
niejednorodno-anizotropowym kontinuum mikropolarnym. Wiasnosci fizyczne takiego osrodka
opisuje 321 niezaleznych wspohrzednych (funkcji punktu) tensoréw: sprezystosci (a,b,¢), sprzgzenia
(piezoelektrycznosei 1 piezomagnetycznosci(d,e,g)) i innych (Gawin A4., 1995). W przypadku
doktadniejszej, niesymetrycznej teorii sprezystosci pola sprzgzone w gorotworze opisujg takie
wiasnie rownania materialowe.

Algebra tensorow

Algebre tensorowa tworzg cztery podstawowe, niezmiennicze operacje tworzenia tensorow z
tensorébw. Sa to operacje: dodawania, mnozenia, kontrakcji i przestawiania (tasowania)
wskaznikow. Niezmienniczo$¢ tensorowych operacji nalezy rozumie¢ w ten sposob, ze zastosowane
do danych tensoréw okredlajg je niezaleznie od uktadu wspélrzednych. Istniejace realnie rozne
obiekty fizyczne sa na 0gdt tensorami a wigzace je rownania sa réwnaniami tensorowymi.

Dodawanie tensoréw: dodawaé lub odejmowaé mozna tensory tego samego rzedu i o tych
samych wskaznikach, np.

Sy+Ty=M, , S L =M (IL.19)

Tak wiec w kazdym uktadzie wspotrzednych dodajemy do kazdej wspoirzednej pierwszego tensora
odpowiadajaca jej wspoirzedna (tzn. wspblrzedna o tych samych wskaznikach) drugiego tensora.
Sprawdzmy, Ze istotnie operacja ta ma charakter niezmienniczy. Rzeczywiscie:

M;cl = Slld + Ty = CluCiySap + CeaCis T = CraCio (Sab + Tab) = CpaCpp My - (I1.20)

Tensor S i jest symetryczny jezeli S, =S, , tj. gdy symetryczna jest macierz tworzaca go. Tensor
Ay jest antysymetryczny jezeli 4,, = —A, . Poniewaz np. A = - Ay wige Ap=0 (analogicznie
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App=A33=0). Tensor symetryczny ma w przestrzeni tréjwymiarowej sze$¢ niezaleznych
wspotrzednych podczas gdy asymetryczny tylko trzy

Sho S S, 0 4, A4,
S22 SZS O A23
S 0

Wiasnoscei symetrii i antysymetrii tensora sa niezalezne od uktadu wspolrzednych. Istotnie bowiem
dla tensora symetrycznego mamy S, = C,,CpSu = CpCiadss =S, ,  Datomiast dla tensora
asymetrycznego mamy: A, = €, Cp Aoy = —CppCroa Aps = — Ay .

Dowolny tensor rzedu (walencji) dwa mozna roztozyé na czgs$¢ symetryczng 1 antysymetryczna.
Istotnie:

1
Ty =5 (Ta + 1)+ 5 (T = i) = Ty + Ty (1r.21)

1O | —

gdzie Ty jest czescia symetryczng, natomias Ty jest czgscig asymetryczng. Nawiasy: (...) 1 [...]
oznaczajg odpowiednio operacje symetryzacji oraz asymetryzacji. Operacje te maja charakter
niezmienniczy.

Mnozenie tensorow. W odrdznieniu od dodawania mozna mnozy¢ dowolne (moga byé réznego
rodzaju) dwa tensory. Istotna jest kolejno$¢ czynnikéw, poniewaz wynik mnozenia zalezy od
samych czynnikéw jak i kolejnosci ich mnozenia. Tenory mnozymy mnozac odpowiednie
sktadowe. Dokladniej: w kazdym uktadzie wspotrzednych kazda wspohrzedna pierwszego tensora
mnozymy przez kazda wspoétrzedna drugiego tensora. W wyniku mnozenia otrzymuje si¢ tensory
wyzszych rzedu. Rozwazmy np. mnozenie dwoch wektoréw Ay oraz B;. W wyniku otrzymamy

tensor o walencji dwa: T}, = 4, B,. Istotnie T, = 4, B, =c,, 4,¢,, B, = ¢,.C;y A, B, = ¢;.¢;s T, 8 10

jest wiasnie reguta transformacyjna tensorow rzedu dwa.

Zwezenie (kontrakcja) tensorow. Operacja zwezenia nie ma analogonu w zwyklej algebrze. Jezeli
w jakims$ tensorze przyréwnamy do siebie dwa wskazniki oznacza to wg. umowy II sumowanie. Tak
wiec ilo$¢ wolnych wskaznikow bedzie o dwa mniejsza i taki tez powinien by¢ rzad tensora. Latwo
to wykazemy jak rowniez fakt, ze jest to operacja niezmiennicza. Rozwazmy przyktadowo tensor
rzedu cztery Riju, w ktérym przyréwnamy pierwszy i trzeci wskaznik, czyli Rj;i= Rj.. Istotnie fatwo

Zauwazyc, ze T;jil = cipch Cor c/STpl]rS = ch clsé‘perqrs = quclsqups = quclqus = Tj[

W wyniku zwezenia iloczynu dwoch wektoréw otrzymuje si¢ skalar. Istotnie A, B, = AeB= AB,
ktéry nazywa si¢ iloczynem skalarnym (skalarowym) wektoréw A i B. W szczegélnosci gdy

utozsamia sie wektory to otrzymuje si¢ A, A, =A? = ’A)z =A? , czyli kwadrat dhugosci wektora.

Tym samym dlugos$¢ wektora A =]Al = ,/‘Aiz =JA A, . Wzir (ABY’= (AkBk)2 =A'B® =
(A A, )(B,B,)cos’® mozna uwaza¢ za definicje cos’®, gdzie 6 jest katem miedzy wektorami A

oraz B.

W dalszych rozwazaniach bardzo istotne jest twierdzenie: iloczyn podwdjnie zwezony tensora
symetrycznego i antysymetrycznego jest réwny zeru. Dow6d: rozwazmy tensor symetryczny Sij =Sji
oraz antysymetryczny Apg=-Aqp. lloczyn podwéjnie zwezony to S;A; =S ;A =-S;A; =-S;A,,

stad dalej wynika, ze 2S;A; =0 = S;A; =0, cnu



Symbol _antysymetryczny. Symbolem zupelnie antysymetrycznym &,  w przestrzeni N-

wymiarowej nazywa si¢ symbol o N wskaznikach 1,,i,,...,iy, ktory jest rowny: +1 gdy wskazniki
sa rozne i tworza permutacje parzysta ciagu 1,2,...N; -1 gdy wskazniki sg rézne ale tworza
permutacje nieparzysta ciagu 1,2,....N; 0 -jezeli ktorekolwiek dwa wskazniki sg réwne.

W przestrzeni tréjwymiarowej symbol zupelnie antysymetryczny ma trzy wskazniki g, . Jezeli
przetransformujemy €,,, do innego uktadu, wykorzystujac regule transformacyjng dla tensora o
walencji 3, to otrzymuje sie:  €,,,= €,,CyCsm 13 = det(cab) =1 , gdy ograniczymy si¢ do
transformacji wlasciwych, czyli €,,=€,,, przyjmuje te same wartoci. Symbol zupetnie
antysymetryczny przyjmuje te same wartosci w kazdym ukladzie, jezeli transformuje sig
nastepujaco:

e’/r/m = [det(cah )]_] ckpclq cmr 6[){]!' (1122)

czyli tak jak tensor wzgledny o wadze -1. Przy wilasciwych ransformacjach —ortogonalnych
powyzsze prawo transformacji jest takie samo jak dla tensoréw, natomiast przy transformacjach
niewlaéciwych, rézni sie od tensorowej reguly transformacyjnej jedynie znakiem. Dlatego tez
symbol zupelnie antysymetryczny naywa si¢ tez pseudotensorem lub ekstensorem.

Jezeli ograniczymy sie wytacznie do ukladéw prawoskretnych to nie ma potrzeby odrézniania
tensordéw 1 pseudotensordw.

gestoscia kowariantng o wadze -1 (S.Golab, str. 101). Symbol €, w przestrzeni trojwymiarowej,
mozemy przedstawi¢ tez w postaci wyznacznikowej, nastgpujaco '

5]1 51/( 51/ 1i 52i 53i
€u=0 O Oy =|0k S Oy (I1.23)
8, Oy &l |6, O 6y

Iloczyn dwéch symboli zupelnie antysymetrycznych mozna zapisa¢ nastgpujaco

1 2i é‘31 51/}1 2m 53m 51’m 5in 51;7
Skt Sonp = Sy O 03| w03 |=04, 6, O kp
51[ é‘Zl 531 51[7 2p 53;7 51m 5 In 51;7

Istotnie, w wyniku mnozenia wyznacznikéw otrzymamy kolejne wyrazy pierwszego wiersza:

(-‘)n = 51,'5 + 52:'52," + 53153m= 5ki5km= O im ('-)12: 0 1i5 mT 82i5 am 631‘6 3T 8 ki6 kn~ 8in
(--)13 = 51151p+ 52i52p+ 53153;;: 5kf5kp: 51;:-

Analogicznie otrzymamy wyrazy pozostalych wier- széw . Dokonajmy teraz w powyzszym
iloczynie kontrakcji ostatnich wskaznikow

1m

5im 5m é‘ip
Ei]:(p emnpz 5km 5kn é\kp = 3é‘imé‘kn—*_ 5km5pn5ip+ 5in5kp5pm— 5pm5kn5ip~ 5im5pn5kp - 35lvcm5in:
5pm 5?“ 5PP
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= 351’1115 lm+ 5 kn151n+ 5/}15“1 - 5 k)75nu - 51’»15 k- 35 k1115l)1: 511}15 kn— 5/{1;15/11 :
Tak wiec ostatecznie otrzymamy
eik/z Emnp = 5 im 5kn - 5/{1115 in eilc[ Emkl = 251’1}1 Ei/\'l Elk[ = 6 (1124)

Przyklady wykorzystania:
(1) iloczyn wektorowy. Podwojnie zwezony iloczyn dwoch wektordw i symbolu antysymetrycznego
jest psudowektorem albo tzw. wektorem osiowym, aksjalnym

(A X B)l\ :Eklm Ale - ;‘" x B :ek]m Alelxék 4 (:[125)

Obliczmy poszczegodlne wspolrzedne

(

>

X B>1 =€y, AB,, =€ A,By+ €5, A3B, = A, B, —_N{_MBz; (A x B) =AB, -A,B,

X

(AxB), =, AB, =& A;B+ &3 AB; = AB, ~A,By; (A x B)y ~AB —AB,
(AxB) =€y, AB, =y A,B+ €5 AB, =AB, ~A,B; (AxB) =A B, -AB,
(2) iloczyn skalarny ilocznu wektorowego A x B iwektora C, 1j.
(AxB)eC=c,, AB.C, (11.26)

jest pseudoskalarem, tj. nie zmienia si¢ przy transformacjach wiasciwych i zmienia znak przy
transformacjach niewtasciwych. W szczegdlnosci, jezeli C=A, to

(AxB)eA= e, AB,A, =0. (11.27)

Tak wiec istotnie iloczyn wektorowy dwéch wektoréw jest prostopadly do kazdego z nich.;
(3) kwadrat iloczynu wektorowego

(AxB) =(AxB) (AxB) =yp ABy €igq ABy = (81,80 ~ BBy JABaAB, = AAB, B, -

k g™~ mp
2
2

-(AB)(A,B,)=AB" -(A«B)

co odpowiada znanej postaci wzoru z rachunku wektorowego
(AxB)? + (AB)? = A’B’=A’B’ (11.28)

22

powyzszym (relacja /21/) otrzymamy (A X B)z = A’B? (1 - cos’ 9) =A’B?sin’6 = (AB sin 6)

ZauwaZmy dal'ej, ze (A o B)2 = <.AH}—3\ cos@)2 = Bl cos’0 =A’B?cos’ 0, couwzgledniajac w

2
£l

czyli w istocie ‘A X E\ = ABsin0,

Zauwazmy, ze sktadowe iloczynu wektorowego mozna zapisac tez w postaci
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