Analiza matematyczna w naukach o Ziemi
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Matematyka, jej powstanie i rozwdj — Mezopotamia, Sumer (nieprawdopodobne liczby,
por. zalacznik). Wkiad Hellendw w rozwoj geometrii: Eudoksos (408-365) — prace nad
geometria, aksjomat 1x=x (Archimedesa), Euklides (365-300) — pierwsza aksjomatyczna,
teoria dedukcyjna. Oméwienie V aksjomatu — przez punkt nie lezqcy na prostej mozna
poprowadzi¢ tylko jednq prostq réwnoleglg. Czy moga by¢ inne geometrie?

I. Prostokatny uklad wspdhrzednych: Rene Descartes i Pierre de Fermat,

Umowy: 1. - wskaznik wolny, np. dla wspotrzednej punktu x| ,5, x = {xl,x2,1‘3 ;2.
3

wskaznik sumacyjny (niemy): As® :Zﬂxaﬂxa = Ax Ax, =6,0x,Ax, - przestrzenie dwu
a=1

(4,B,..) o] (a,b,..} cztero (o, B,...) 1 n-wymiarowe (a,5,...).

Delta Kroneckera - definicja tradycyjna i posta macierzowa

Sy, 2 83 100
1 a=b .
O, = ; 8,=8, 8, 8,|[=]0 1 O 1/
0 a=#b =T
05 12 33 0 01
Zwrocié uwage na numeracje wierszy 1 kolumn
Symbol zupetnie antysymetryczny
1 k=l=zm pp(l,23)
Ekmr: ~1 k # Z #m })}1(17293) € ok Ek.fm: 6(::‘6 b 6rm:8 bl fz’f

0 k=lvik=mvi=m

Analizowany na wykladzie dow6d o kontrakcji w materialach drukowanych z zakresu tensordw
kartezjanskich.

II. Macierze. Krotko o macierzach (matrix , matrice). Definicja macierzy. Podstawowe
macierze na przykladzie macierzy dwuwskaznikowych: 4 — marix, A" - ranspoze of a mairix,
A - adjugate matrix; A - Hermitanian matrix {(Charles Hermite, 1822-1901)

a b , la c _la b _ .
A= ;. A= -fransponowana, A= - - Sprzezona. a=a'+iq"
¢ d b d c d

a =a'-ia" (por. éwiczenia z liczb zespolonych) ; A* :(E)" Z(AT) - hermitowsko sprzeiong,

(AB)* =B*A* ; A - odwroma.Gdy: A" =A4"=A" - macierz unitarna; A =A"'-
macierz ortonormalna (nieosobliwa rzeczywista macierz kwadratowa).

Zdarzenia elementarne. Przestrzen 4-wymiarowa H Minkowskiego: X°=ct, X' ={x,y,z .
Infinitezymalnie mata odlegto$¢ dwoch zdarzen: 1 — wystanie impulsu $wietlnego, 2 — jego
rejestracja. Obserwacja tych zdarzen z dwéch uktadéw wspéhrzednych: wspdlporuszajacego
si¢ (zwigzanego z np. rakieta) i ,nieruchomego” (obserwator na Ziemi) prowadzi do relacji

ds? = ’drt =it —dl —  dr=di1-v* /et (gdzie v=dl/dt) %/




Metryczna forma kwadratowa: ds® = 1,,,dX“dX 7 Postacie tensora metrycznego:

-1 0 0 0 6 0 0
1 00 0 -1 0 0 .
=0 01 0 Tr =0 0 -1 0 P
0 01 0 0 0 -1
W pierwszym przypadku: czterowymiarowa przestrzen psudoeuklidesowa o indeksie 1 (1, =-1,

n; = 59. . W drugim — d-wymiarowa przesirzen psudoeuklidesowa o indeksie 3 (17, =1, ;= —55.;. :

Analiza wzoru: dr =ditN1—-v*/c®  paradoks blizniakéw. Analogia z czarnymi dziurami
(rozmiary Ziemi i Stofica gdyby byly czarnymi dziurami). Omoéwienie relacji dr =dr j1—r,/r

(analogia z poruszajacy si¢ rakieta).

. Wyznaczniki. Krétko o wyznacznikach — |4|=deta, (det —déterminant). Wrhasnosci.
Obliczanie wyznacznikéw. Rozne sposoby: np. 1. wyznacznik stopnia n mozna roztozy¢ wg.

elementéw I-tego wiersza zgodnie z wzorem detay = a, A, + a4, +..+ayd, =a 4, Iub

analogicznie wg. J-tej kolumny ~deta, =a,, A, +a,, 4y, +...+ ay, Ay, , gdzie 4, =(-1)""M,
- jest dopelnieniem algebraicznym elementu a, (i — numer wiersza, j — kolumny), natomiast A, -
jest minorem elementu a,, czyli wyznacznikiem stopnia n-/ otrzymanym z danego. przez
skreslenie i —tego wiersza 1 j -tej kolumny. Calkiem ogélnie wyznacznik mozna obliczy¢ z

wykorzystaniem symbolu zupelnie antysymetrycznego: det A € Ay A1,

prp fiy . P,

Szczegdlowo na przykiadzie zwiazanym z rozwigzaniem ukladu réwnan liniowych (por.

ponizej — uklad Cramera), ktérego wyznacznik ]A| = det(a,) obliczamy ponizej:
1. Rozwiniecie wg. elementow np. pierwszego wiersza

3 1 -1

4 ; 1 3|=3¢( 1)2"1 3+1( 1)32 3 1( 1)42 - 3(=1-6)~1(2=3)~1{4+1)

41 = — = _— — —_— — = | — — —— - —|—
L ; 21 11 ) -

4| =-21+1-5=-25

2. uproszczenie wyznacznika (do trzeciej kolumny dodajemy druga oraz do pierwszej druga
pomnozong przez (-3)

31 =1 1]o 10
4= -1 3|=[5 -1 2=1(-1)

5 2
|=-15-10=-25

—5 3
1 2 1 -5 2 3

3. wg. schematu Sarrusa (Pierre Sarrus, 1798-1861)

301 - 31 -1 3 1
l[4=02 -1 3j==2 -1 3] 2 —-1=-3+3-4-1-18-2=-25
1 2 1 12 1) 12
4. bezposrednio z wzoru:



\A| =€, ¢, Gy, =€ 13 gyt €y Uyylaylis)+ €4y G5y iyt €15y Uy Uysliayt €y U305,

+ €,y; Uplyltyy =~3+3—4~-18~1-2=-25

Ukdad rownan linjowych Cramera (uklad ktérego wyznacznik |4} # 0)

A%, + A X+ dy Xy = b Gy Gy e a,,,
Uy Xy & Gy Xy + o H Xy = by Gy Ay e & X = &, X, = Z—Jj X, D,
............... [T« o B A7 A 4
QX +a,X, + ...+ a,x, =Db, a, G, . a4,
D, D,, .. D, sawyznacznikami w ktérych odpowiednio kolumny 1,2,..,n zastapiono
kolumng wyrazéw wolnych b, .... b,

Przyklad - rozwiazanie uktadu réwnan liniowych (wyznacznik ‘Al obliczony powyzej)

3%, +x,—x, =2 31 -1 2 T -1 3 -1 31 2\
2%, -x, 4+3%,=9 [4=2 -1 3| D=9 -1 3| D=2 9 3| D;=2 -1 9
X, +2x, +x; =8 I 2 1 &8 2 1 1 2 81

|4=-25 D=-25 D,=-50 Dy=-75 x=1 x=2 x=3

Sprawdzian. Wykazac, ze ponizszy wyznacznik jest rowny zeru (N - suma cyfr nazwiska, /
— imienia). Sprawdzi¢ stosujac metode rozwinigeia wg. elementow wybranego wiersza lub
kolumny. Jakie twierdzenia wykorzystano by zaproponowa¢ ten wyznacznik o z gory
zatozonej wartosci 0?7 Podobny wyznacznik bedzie jednym z 12-tu zadan na egzaminie.

2 -1 1 1} |0 04 0
N 2 -
N 2 3 -1 [N 2 3 - )
D= R = =4(-D"-2 1 —I|=4(-N+4-2IN+N+2IN-4)=0
-2 3 -1 =2 1 3 -1
A N 2 -1
N 2 7 -1 [N 2 7 -1
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I lloczyn skalarmny wektorow. Ae B = A, B, . The scalar product of two vectors A and B

making an angle o two each other, is scalar calculated as AeB= lﬁ”é‘cos(ﬁ,ﬁ) = ABcosa .
Zauwazmy, ze z tej definicji wynika, Ze iloczyn skalarny wektorow bazy e eé =0, . Tak

wiec iloczyn A e B=A¢ e Bé, =AB ¢ e, =5,AB, = 4B =A,B, Zauwazmy dalej, ze
|

Aed=dd =l + 4+ 4} =4 =\ =4 /41

IL. Hoczyn wektorowy. The vector product Ax B=C, of vectors A and B making angle «,

is a vector with modules ‘@‘ = =';IHE’ISina /£%/ and direction perpendicular to the plane



" make a

m

and in a sense such that the vectors 4, B and
HJ f (G X ()H) e =

determined by the vectors A . B,
right — handed system. Zauwazmy, ze: AxB=C — C, (A P B)e ¢ =
Tak wige (A% B)=€ 4, B,. 1 dale;
/5/

- E#nm Am "
i
Einteim €113 T €0y

1 AX B - (‘A E:’Jm A Bm - el Elfm A Bm + 82 E2.’m A Bm + e E3!m A‘Bm el(A B A B )
Eapp FEan

+Ez (A381 - A183)+53 (Ath - Az‘B )
Tak wiee: (Ax B)= 4,8, ~ 4B, . (AxB),= 4B 4B, , (ixB)= 4B
8= 81000 JABLA B = A AB,B, -

1™ ey

P
, co odpowiada znanej postaci wzoru z rachunku wektoro

2. (Ax BY=(ix B)(1x B);=e,, 4B, €,, 4,8, =(5

~(4B)(4,B,)= A5~ (7 BY
wego: (A x B)? +(AB)’ = A’B” =A B2
3 (A B) Q/IHB‘LOSQ) A*B*cos’@ , o uwzgledniajae w powyzszym otrzymuje sic
(4% B)= 2B (1-cos’ 6) = 4* Bsin’ 0 = (4Bsind) 4 B|=|C|= 4Bsing,
tora C = Ax B

co odpowiada definicji /§3/ , okreslajacej dtugosé wektora C = A
B,C,=5,5,0, - 5,6,) AB,C, =

Tozsamosci
( C) ( ) ek Ek!mA! Enrpr; py

1. ;Ix(f—? xC)
(B&)4,c,)-(Cé)(4,B,)
2. ( xBlxC=(1eC)B- ( )""_e e e, ABC =-%e,e, ABC =
=~8(0u00 ~ 0,01} 4,B,C, = B )(4C,)- (€4)(BC)
Ax[Bx(Cx D)= (Exé)("- )—(AXD)(B C)=8, o Ay €1y B, €4y C,D, =
=&, € A(6,5,, 8,8, )B,C,D, = (¢, k”:;CAmC”)( D D, ), ‘Ci"“’,a;;f”LD”) (Bg(;p)

tozsamoscei Lagrange’a (Teoria figury Ziemi)
CraCn = 5&!1

%

Jeszeze metryezna forma kwadratowa
As? = Ax,Ax, = Ax,Ax, =c, c,Ax, Ax, =8, Ax,Ax
Ax,'=c,,Ax,, gdy punkty OO’ pokrywaja si¢ (ry

6/

Przeksztalcanie wspoétrzednych
wys$wietlenie) to x,'=c, x, . Definicje tensorow rzgdu (walencji): 1,2, 1 N
-y

! —
T By T Cﬁf{ a ”C‘i.\-'J'.\' _['J:I

! _—
Ta'= CraCinl ap

A,'=cy 4,
Tensory w geofizyce Podstawowe réwnania materialowe elektrodynamiki i STS (Symetrycz-
nej Teorii Sprezystosci).
D =&yE, B, = pyH, E, = p,E, H,=vyB
Sy =Sy 17/

T =ouk
Tg = Cf,r‘kak!
tu: j - wektor gestosci pradu, £ - wektor natezenia pola elektrycznego, /- wektor natgzenia pola
i i

D,B - wektory indukcji elektrycznej i magnetycznej, T (7. =T)

magnetycznego,



(S;=8;) - symetryczne tensory naprezen i deformacji. W relacjach /7/ wspdlezynnikami
proporcjonalnosei sg odpowiednio symetryczne tensory: przewodnictwa (przewodnosci wlasciwe))

o, =0, przenikalnosci elektryczngj &; =& | magnetycznej i = f;; . opornosci wilasciwe

. —t . . v
py = pj; (tensor odwrotny do tensora przewodnictwa o, =0, , por. obliczanie macierzy

. . . . . -1
odwrotnej), nieprzenikalnosct magnetycznej v, = 1

i 2 SPIRZYSIOSCY Cppy = Cp = Cpyy 1 sZywnoscl

| L . - ) . Sy - 5 K _ .
Sig = Cyur (takie same symetrie). Przypomnijmy, ze uogdlnione prawo Hooke’a T” = CW‘,S‘U Jest

najprostsza, 0golng relacja uwzgledniajaca anizotropi¢ whasnodei sprezystych odrodka (np. skalnego).

-4

Tensor sprezystosci ¢, ma ogolnie 34=9?=81 wspolrzednych. W nastgpstwie Symetrii -

Comm = Ciam = Cpme 0S¢ niezaleinych wspdhrzednych  redukuje si¢ z 81-»36—21 . W
przypadku krysztatdw trdjskosnych wynosi 21.

Literatura: Oméwienie i demonstracja t.1 i 3 serii EIT. Tom 3 — Tadeusz Trajdos (m.in.
macierze, wyznaczniki i tensory); Tadeusz Trajdos — Matematyka dila inzynierow, Gerhard
Qertel — Stress and Deformation, A Handbook on Tensor in Geology.

Aplikacje analizy tensorowej w fizyce 1 astrofizyce:

Maciej Sufezynski — Elektrodynamika, Witold Nowacki — Teoria niesymelrycznej sprezystosci,
Bernard F. Schulz — Wstep do ogdinej teorii wzglednosci; Michuat Heller — Teoretyczne
podstawy kosmologii, Osobliwy Wszechswiat.

Zatacznik — 1. Nieprawdopodobne liczby

Nawigzanie do zaginionych cywilizacji. Nieprawdopodobne liczby — Maurice Chatelain (Le temps et
I’espace). Tabliczka z Niniwy i liczba 195 955 200 000 000.

195 955 200 000 000 : 31 556 926 (ilo$¢ sekund w roku 1900) = 6 209 578 lat
6 209 578 lat : 240 cykli = 25 873, 24253 = 26 000 lat przyjmowany obecnie w zaokragleniu
czas precesji ziemskie] osi obrotu wokdt ,,bieguna” ekliptyky, czyli rok platonski

Doktadniej rok platonski to 9 450 000 dni.
Dzielac 9450 000 : 365, 242199 (rok zwrotnikowy) =25 873. 24254 lat

Chatelain zwrocit uwage, ze stala z Niniwy w jednym tylko przypadku wykazuje pewne
niedoktadnos$ci, mianowicie dla roku zwrotnikowego (odstep czasu miedzy kolejnymi
przej$ciami Stonica przez punkt réwnonocy wiosennej). Ten odstgp czasu wynosi: 365, 242
199 dni . Roznica miedzy ta liczba a liczba otrzymana z wykorzystaniem stalej z Niniwy,
wynosi _1, 0368 sek. na rok. Z badan (USA) okazuje sig, ze ,,w ciggu tysigcy lat” rok
zwrotnikowy zmniejsza si¢ o 0, 000 016 sek na rok. Dzielac: 1.0368 : 0, 000 016 = 64 800 Iat.
Tak wiec poniewaz rok zwrotnikowy zmniejsza sie o 0, 000 016 sekund rocznie, wiec
znaleziona w bibliotece Assurbanipala wielka stata systemu stonecznego. zostala obliczona
64 800 lat temu.

Bardzo krotko ‘sumeryjskie: stopy = 297 mm i beru = 36 000 stop = 10 692 metry.

Sumerowie podawali, ze Srednia odleglo$¢ miedzy Srodkiem Ziemi a s$rodkiem Ksigzyca
wynosi: 36 000 beru =384 912 km (384 402 km - aktualnic przez astrof. amerykanskich 1 384
395 - astrof. francuskich)

2. Dowdd, ze  €,,€,,=0,0,, —0,.04 - W odrebnych materiatach, ktore bgdg udostgpnione

al™ b am

pod koniec I semestru. Szczegélowo bgda omawiane w semestrze Jetnim.



